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A.N.Tkachev, S.F.Safarov
Simulation der Hysterese bei der planaren quasistatischen
Ummagnetisierung des isotropen Stahls
Applied Electromagnetics and Circuit Theory
Es findet eine planare Ummagnetisierung des isotropen Leiterstahls statt, falls
die transiente und verformende FeldstärkeH  und FlussdichteB  des magnetischen
Feldes in gleiche Stahlfläche liegen bleiben.
Simulationsproblem der Hysterese bei der planaren quasistatischen
Ummagnetisierung des isotropen Stahls reduziert sich auf Konstruktion eines
Materialoperators, der die FeldstärkeH  und die FlussdichteB vergleicht, bei einer
genügend langsamen Freiänderung, z.B. zeitlich der FlussdichteB . Die
Wirbelströme und die magnetische Zähigkeit, die für dynamische Ummagnetisierung
des ferromagnetischen Werkstoffs bezeichnend sind, lassen sich unter diesen
Ummagnetisierungsbedingungen vernachlässigen. Nur die Eigenschaften des
ferromagnetischen Werkstoffs sollen berücksichtigt werden, die mit seiner
Innenstruktur verbunden sind(Hysterese und Nichtlinearität).
Es ist bekannt, dass eine Hysterese sich beobachten lässt, falls die
Flussdichtekennlinie im Kreis SBtB <)(  liegt und die entsprechende
Feldstärkekennlinie im Kreis SHtH <)(  liegt, wobei ),( SS HB - ein Eckpunkt der
Grenzkurve. Entsprechende relative Größe sind SS HHhBBb /;/ == . Bei
aufgegebene Änderung des Variables )(tbb = , entsprechende Werte des Variablen
)(thh = erhält man als:
),,,()()( 00 Γ+== bhbgbfbhh . (1)
Der erste Term von (1), der eine eindeutige Funktion )(bf  ist, wird für die
Beschreibung der nichtlinearen Eigenschaften des Stahls eingesetzt werden. Der
zweite Term von (1), der von dem Anfangszustand ),( 00 hb  des ferromagnetischen
Werkstoffs, dem aktuellen Wert und von der Kennlinie Γ  des Vektors  )(tb , an der
der Übergang auf der b -Ebene von Punkt 0b  zur Punkt b erfolgt, abhängt, führt die
Simulation des Vektorhysterese aus.
Bei der Modellierung der Verzögerung, die bei kleiner Änderung durch
irreversible Vorgänge im ferromagnetischen Werkstoff von dem Wert )(tbb =  zum
Wert )( ttbbb ∆+=∆+  längs der Kennlinie  Γ  des Vektors b eingehalten wird, erhält
man Term g von (1) als eine Lösung der Differentialgleichung:
),( gbF
d
gd =τ , (2)
mit τ - der tangential Vektor zur KennlinieΓ , und die Ableitung links in (2) ist eine
Ableitung des Vektors g  in der Richtungτ .
In der Annahme, dass das Modell eindeutig ist, wird betrachtet, dass die
Ummagnetisierung des Stoffs mit seinem Anfangszustand ),( 00 hb  vollständig
festgestellt ist und vom Erreichen dieses Zustands nicht abhängt. Bei dieser
Annahme beschreibt die Gleichung (2) eindeutig die Hystereseschleife
),,,( 00 Γ= bhbgg  eines weichmagnetischen Werkstoffs, bei dem aufgegebenen
Wert von g  im Punkt 0b : )()( 0000 bfhbgg −== .
)(bf , ),( gbF  sind Parameter des Modells und sollen für jede Stahlmarke
festgestellt. Wir stellen ihre allgemeinen Eigenschaften fest. Im Sonderfall, gehabt
bei der schwachen Hysterese, wenn )(bfg << , es gibt eine folgende Darstellung
des )(bf für isotropen Stahl:
0)()( bbfbf = , (3)
wobei bbb =0  - Einheitsvektor; bb = .
Der erste Term von (1) leistet einen Nullbeitrag in Verluste bei der
Ummagnetisierung für jeden geschlossenen Kreislauf Γ . Tatsächlich, werden die
Verluste nach Formel berechnet:
∫∫∫
ΓΓΓ
+== bdgbdbfbdhp )( ,
es gilt für ersten Term mit dem Einsatz des Stocks-Formel auf b -Ebene:
0)()( =Ω= ∫∫∫
ΩΓ
dbfrotbdbf ,
hier Ω  - die Fläche, begrenzte von dem Weg Γ .
Die letzte Gleichung erhält man als ein Ergebnis der direkten Berechnung von
partiellen Ableitungen. Für die Funktion von (2) in Form:
;)()()( yyxx ebfebfbf +=  ;)()( bbbfbf xx =  bbbfbf yy )()( = ,
erhält man:
;
))()((
3
x
yyx
y
x
b
f
b
bfbfbb
b
f
∂
∂=−′=∂
∂ 0)( =∂
∂−∂
∂=
x
y
y
x
b
f
b
fbfrot .
Die Gleichung (2) soll in der isotropen Medium bei der parallelen Rotation der
Koordinatenachsen und Kennlinie Γ  mit einem variablen Drehwinkel nicht verändert.
Es wird eine Verhältnis aufgeführt, die eine Invarianz der Gleichung (2) bezüglich
Rotationstransformation mit eine folgende Matrix sichert:
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−=Π αα
αα
cossin
sincos
. (4)
Es wird neue Variablen eingeführt: bbgg Π=′Π=′ ; . Unter Berücksichtigung,
dass Matrix (4) orthogonal ist, ergibt sich:
bbgg TT ′Π=′Π= ; , (5)
hier Т – bezeichnet eine Transponierung.
Werden die Variablen (5) in die Gleichung (2) eingestellt, erfolgt:
);( gbF
d
gd TT ′Π′ΠΠ=′τ .
Davon erhält man eine folgende Invariante von der Gleichung (2):
),();( gbFgbF TT =ΠΠΠ . (6)
Konkretisieren die Form der Funktion ),( gbF . Die Hysterese prägt sich aufgefallen
bei schwachen Feldern  aus, wenn SHtH <<)( . Mit dem Aufbau von H  bis zum
Wert von SH  verschwindet die Hysterese praktisch und der erste Term von (1) leistet
Hauptbeitrag. Bei SHtH <<)( , wenn die Hysterese berücksichtigt werden soll, Wert
von g  ist klein, und deswegen ),( gbF  lässt sich eine Reihe entwickeln, beschränkt
sich auf lineare Term bezüglich g :
)()(),( bgbgbF η+Λ−= , (7)
mit Λ  - Quadratmatrix 2x2.
Mit einem Einsatz von (6) für die Funktion (7), ergibt sich:
)()( bb T Λ=ΠΠΛ , (8)
)()( bbT ηη =ΠΠ . (9)
Die Bedingung (7) wird erfüllt mit:
)()( bb TT ηη Π=Π .
Es folgt damit unter anderem, dass bei der Rotationsummagnetisierung des
ferromagnetischen Werkstoffs auf b -Ebene, wenn b -Kennlinie eine Kreislinie ist,
)(bη  einen Festwert erhält, und die Richtung des Vektors )(bη sich gleichlaufend
mit der Richtung des Vektors b  ändert. Die Funktion )(bη  lässt sich folgendes
dargstellt werden:
)()()( 0 bbb ηηη = ,
mit 0η  - Einheitsrichtungsvektor, damit: )()( 00 bb TT ηη Π=Π .
Bestimmen die Eigenschaften für Matrix )(bΛ . Werden beide Seite von (8)
transponiert, ergibt sich:
)()( bb TTT Λ=ΠΠΛ . (10)
Beim Vergleich von (8) und (10) wird gezeigt, dass die Matrizen )(bΛ  und
)(bTΛ  sind die Lösungen von derselben Gleichung. Deswegen gilt es
natürlich TΛ=Λ , in der Annahme, dass )(bΛ eine symmetrische Matrix ist. Betrachten
die Gleichung (6) in speziellem Fall des Rotationsoperators mit einem
Drehwinkel 2/πα = . Die erweiterte Form von (6):
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Es gilt dann: )()()( 2211 bbb λλλ == ; )()( 2112 bb λλ −= . Unter Berücksichtigung der
Symmetriebedingung, )()( 2112 bb λλ =  für die Matrix )(bΛ , erhält man 0)()( 2112 ≡= bb λλ ,
nämlich die Matrix )(bΛ  lässt sich dargestellt werden als: Ebb )()( λ=Λ , mit E  -
Einheitsmatrix. Für die Bestimmung der Modellparameter )(),( bb ηλ  wird einen
speziellen Fall mit einseitiger Ummagnetisierung betrachtet, in dem der Vektor )(tb
längs Festlinie, die über den Koordinatenanfangspunkt verläuft, über b - Ebene
gleitet. Wir machen eine vereinfachende Annahme, dass das Modell die planare
Ummagnetisierungskennlinie mit der annehmbaren Genauigkeit auch beschreibt,
falls unbekannte Parameter des Modells - eine Funktion – eine Konstant ist. Man
schreibt die Gleichung (7) in lokalem Koordinatensystem auf, das mit der
Magnetisierungsachse fluchtet. Die Einheitsvektoren fluchten mit einem Tangential-
τ  und Normalvektor n zur Kennlinie b . Dann wird das Gleichungssystem erhalten:
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(11)
mit ),();,( 0000 nn ηητηητ == .
Die Feldquerkomponente )(bhn  verschwindet bei der mehrfachen Ummagnetisierung
des ferromagnetischen Werkstoffs längs bestimmter Achse. Dann ergibt sich unter
Annahme von Gleichungen (1) und (3): 0)( =bgn . Es gilt, falls 00 =nη . In dieser
Annahme, schriebt man das System (11) in der Form:
τηλτ )(bgd
gd +−= .       (12)
Die Gleichung (12) wird in dem globalen Koordinatesystem betrachtet, damit
x-Achse mit der Achse von einseitiger Ummagnetisierung fluchtet. Es wird eine
folgende Gleichung für die Aufmagnetisierungskurve )(bg + , mit xe=τ  und  für die
Entmagnetisierungskurve )(bg − , mit xe−=τ :
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(13)
Gleichungen (13) und Gleichungen für einseitige Ummagnetisierung [1]
übereinstimmen. In [1] wurden auch Algorithmen für die Ermittlung der unbekannten
Modellparameter )(;);( bbf ηλ  angeführt. Folgende Verhältnisse gelten:
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wobei: )(bhm  - Kommutierungskurve; )(bp  - Relation der Verluste bei der einseitigen
Ummagnetisierung von Höchstflussdichte, und Parameter λ  erhält man beim Einsatz
des Sonderverfahrens [1]. Um die Modellparameter zu bringen, sollen folgende
Versuchsdaten vorhanden sein: eine Verlustkurve bei der einseitiger
Ummagnetisierung von Flussdichtemodul, eine Kommutierungskurve und eine
Grundkurve.
Erfüllt sich die Ummagnetisierung vom Anfangszustand ),( 00 hb längs Kennlinie
Γ , wobei )( 000 bfhg −= ,  gilt es die Hautlösung der Gleichung (12):
∫
Γ
−−− += dsessegbg s)(0 )()()( γλλγ ητ , (15)
wobei γ  - Weglänge von Γ .
Ist )(tb -Kennlinie eine Kreislinie, dann die Berechnung der Verluste für die
Rotationsummagnetisierung führt zum folgenden Ergebnis:
 22
3
1
)(2)( λ
ηλπ
b
bbbp +== ,
das qualitativ genau die bekannte Versuchskurve beschreibt.
Eine Versuchsreihe wurde mit entwickelte hier Modell durchgeführt, die die
ausreichende Übereinstimmung der Simulationsergebnissen und Versuchsdaten
vorgeführt hat. Zudem, mit Hilfe dieses Modells werden die
Ummagnetisierungsverhalten untersucht, die experimentell schwer zu erhalten. In
Abb. 1-2 werden die erhaltene als Ergebnisse der Simulation Kennlinien dargestellt.
Das entwickelte hier Modell lässt sich ziemlich einfach mit Maxwell
Gleichungen zusammengefasst werden, relativ einfach numerisch zu realisieren, d.h.
lässt sich bei der Berechnung des Feldes unter Berücksichtigung der Hysterese
verwendet sein.
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Abb. 1 – Die Flussdichtekennlinie  in einem ungesättigten Verhalten der
Stahlummagnetisierung, als Ellipsekurve (1), Rhombuskurve (2) und Sternkurve
( 5,0=mxB Tesla; 3,0=myB Tesla).
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Abb. 2 - Die Flussdichtekennlinie  in einem gesättigte Verhalten der
Stahlummagnetisierung ( 5,1=mxB Tesla; 1=myB Tesla)
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